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CYFROWE MODELOWANIE GEOMETRYCZNE ZARYSU ZEBOW
Z ZASTOSOWANIEM METODOLOGII CAD

Streszczenie. Niniejszy artykul poswigcony jest problematyce poprawnego definiowania
modelu przestrzennego zarysu zgba z zastosowaniem metodologii CAD. Poruszony zostat
problem doktadnosci odwzorowania definiowanych krzywych opisujacych geometri¢ zebow.
Szczegdlng uwage poswigcono precyzyjnemu modelowaniu geometrii ewolwentowego zarysu
zgba, ktoére w sposob istotny wplywa na proces identyfikacji sztywnosci zazgbienia
przeprowadzany na potrzeby badan zjawisk dynamicznych zachodzacych w przektadniach
zgbatych, prowadzonych za pomocg modeli dynamicznych.

Stowa kluczowe: przekladnia zebata, Sztywno$¢ zazebienia, zarys zeba, ksztalt zeba,
cyfrowe modelowanie geometryczne, CAD

DIGITAL GEOMETRIC MODELLING OF TEETH PROFILE BY USING
CAD METHODOLOGY

Summary. This article is devoted to the problem of properly defining the spatial model of
tooth profile with CAD methodologies. Moved by the problem of the accuracy of the
mapping defined curves describing the geometry of the teeth. Particular attention was paid to
precise geometric modeling involute tooth profile, which has a significant influence on the
process of identifying the mesh stiffness for tests performed on the dynamic phenomena
occurring in the gear transmission systems conducted using dynamic models.

Keywords: gear transmission, mesh stiffness, tooth profile, tooth shape, digital geometric
modeling, CAD

1. WPROWADZENIE

Projektowanie konstrukcji mechanicznych we wspoélczesnej praktyce inzynierskiej, poza
stosowaniem klasycznych metod wykreslnych i analitycznych, w gldéwnej mierze opiera si¢
na wspomaganiu komputerowym (CAD), czyli zastosowaniu roznego rodzaju sprzetu
I oprogramowania komputerowego wspomagajacego projektowanie techniczne. Znamienne
dla CAD jest cyfrowe modelowanie geometryczne, majace na celu opracowanie zapisu
konstrukcji wyrobu technicznego (jego dokumentacji konstrukcyjnej).

Definiowanie modelu przestrzennego elementu konstrukcji (powierzchniowego lub
brylowego) wiaze si¢ ze zdefiniowaniem krzywych opisujacych geometri¢ tego elementu.
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W modelowaniu klasycznym ksztatt krzywych zgodny z zalozeniami konstrukcyjnymi jest
warunkiem poprawnosci catego projektu, gdyz to krzywe determinujg ksztalt projektowane;j
bryty lub powierzchni elementu konstrukcyjnego. W tym aspekcie krzywe swobodne (krzywe
Beziera, B-Spline lub NURBS) stosujemy, gdy znane sg wspotrzedne kilku punktow
(zmierzone lub obliczone). Natomiast, w przypadku gdy znane jest réwnanic krzywej,
poszukujemy narzegdzia, ktére umozliwia analityczng definicje krzywej. Problemu nie ma
z typowymi krzywymi kanonicznymi (odcinek prostej, tuk okregu, elipsa itd.) — w kazdym
systemie CAD znajdziemy polecenia typu Linia (Line), Okrag (Circle) czy Elipsa (Ellipse).
Problem pojawia si¢, gdy trzeba zdefiniowa¢ krzywa, ktora jest opisana dowolnym
roOwnaniem.

Niestety systemy CAD czgsto nie majg tak rozbudowanych funkcji jak np. oprogra-
mowanie MATLAB czy Mathematica i definicja krzywej, ktora jest wykresem dowolne;j
funkcji, nie jest priorytetem dostawcow oprogramowania CAD. Jednak brak polecenia, ktore
bezposrednio tworzy (rysuje) krzywa wedlug zadanego rownania, nie jest roOwnoznaczny
Z brakiem takich mozliwosci.

Systemy CAD umozliwiajg zdefiniowanie modelu geometrycznego dowolnej krzyweyj,
wspomagajg konstrukcje krzywych na bazie zestawu punktow, ktorych wspotrzedne wynikaja
z zatozen konstrukcyjnych lub sag wynikiem przeprowadzonych obliczen — zazwyczaj poza
srodowiskiem CAD, niekiedy wykonanych w pamieci konstruktora, czgsto jednak
w dedykowanych programach (KISSsoft — ksztalt zarysu z¢ba). Przez kolejne punkty mozna
poprowadzi¢ na przykiad krzywa typu Splajn, krzywa interpolacyjng wyrazang za pomoca
funkcji sklejanych, bedacych interpolacyjnymi wielomianami niskiego stopnia. W kazdym
przypadku ksztalt krzywej musi by¢ zdefiniowany z zadang doktadno$cig. Nalezy tu zwrdcié
uwage na doktadnos¢ obliczen i liczbe punktéw albo raczej ich gestos¢, bowiem to wihasnie
one decyduja o doktadno$ci odwzorowania krzywe;.

2. MODEL GEOMETRYCZNY ZARYSU EWOLWENTOWEGO ZEBA
W ASPEKCIE IDENTYFIKACJI SZTYWNOSCI ZAZEBIENIA

Czesto zadaniem konstruktora badz badacza jest precyzyjna konstrukcja geometrii zarysu
ewolwentowego zgba kota zgbatego. Problemem wowczas staje si¢ definicja takiej krzywej w
systemie CAD. Dla przypomnienia, wspotrzedne dowolnego punktu ewolwenty sa opisane
uktadem rownan przedstawionym na rys. 1. Promien kota zasadniczego R jest tu wielkoscig
stala, a kat odwinigcia f jest zmienng, ktéra umozliwia obliczenie wspotrzednych dowolnego
punktu krzywej (Pe).

X=R*(cosp + B * sinp)
Y=R*(sinf - R * cosp)

Rys. 1. Krzywa ewolwentowa
Fig. 1. Involute curve



Cyfrowe modelowanie geometryczne zarysu zgbow. .. 273

Precyzyjne zamodelowanie geometrii ewolwentowego zarysu zebow staje si¢ szczegdlnie
istotne w przypadku, gdy celem badacza jest wyznaczenie przebiegu sztywnosci zazgbienia
na potrzeby badan zjawisk dynamicznych zachodzacych w przektadni zebatej, prowadzonych
za pomocg modeli dynamicznych. Badaniom tym zazwyczaj towarzysza pewne
niedoktadnosci, ktore moga skutkowaé wystgpieniem istotnych rozbieznos$ci pomig¢dzy
przewidywanym (za pomocg symulacji) a faktycznym zachowaniem si¢ obiektu
rzeczywistego (zaobserwowanym w trakcie badan doswiadczalnych). Rozbieznosci te moga
mie¢ zrodto migdzy innymi w niewystarczajacej doktadnos$ci identyfikacji warto$ci przebiegu
sztywnosci zazebienia. Badacze proces ten przeprowadzajg przewaznie na modelach
uzgbienia, a tym samym dokonujg pewnych uproszczen zaréwno zarysu zgbow, jak i ich
obcigzenia. W rezultacie przebiegi sztywnos$ci zazebienia pojedynczej pary zgbodw roznig sie
warto$ciami w zalezno$ci od przyjetego modelu. Dla przyktadu, ponizej przedstawiono
przebiegi sztywnoS$ci zazgbienia pojedynczej pary zebdéw (rys. 2) otrzymane przez autora
artykutu [2], wyznaczone na podstawie modeli opublikowanych w pracach [1, 6, 10]. Latwo
zauwazyC, ze rdznig si¢ one istotnie warto$ciami zardwno na poczatku przyporu, jak i na
koncu przyporu, a takze w punkcie tocznym. Parametry geometryczne przektadni, dla ktorej
wyznaczono te przebiegi sztywnosci, zamieszczone zostaly w artykule [2], gdzie autor poddat
szerszym rozwazaniom naukowym problematyke identyfikacji sztywnos$ci zazebienia.
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Rys. 2. Sztywno$¢ zazgbienia pojedynczej pary zgbow [2] wg Petersena, Umezawa i Cai
Fig. 2. The mesh stiffness of a single pair of teeth by Petersen, Umezawa and Cai

3. MODELOWANIE GEOMETRYCZNE ZARYSU ZEBOW W SYSTEMIE CAD

Biorac pod uwagg powyzsze przestanki dotyczace precyzyjnego modelowania geometrii
zarysu ewolwentowego zeba, autor w tym zakresie poddat szczegdtowej analizie metodologie
CAD. Okazato sig, ze wigkszo$¢ programow CAD, jezeli generuje zeby na kole zgbatym, to
przybliza zarys zeba tukiem lub splinem. Oczywiscie sg wyjatki, np. CATIA, zaawansowany
system wspomagania prac inzynierskich, oferujacy inteligentne metody definiowania ewol-
wenty za pomocg roOwnan. Jednak istniejg pewne ograniczenia tych metod. Warto tez wspo-
mnie¢ o T-Flex CAD, ktory ma opcje tworzenia tzw. splajnu funkcyjnego. Jego parametry
umozliwiajg wybor kilkunastu réznych krzywych, w tym réwniez Ewolwente (inne to np. Pa-
rabola, Hiperbola, Strofoida, Cykloida, Slimak Paskala, Wiedzma Agnesi, ktorej szczegdlnym
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przypadkiem jest krzywa rezonansowa). W T-Flexie krzywe te tworzone sg na podstawie
edytowalnych wzoréw matematycznych, ktore dodatkowo mozna sparametryzowac.

Niemniej jednak, ze wzgledu na duzg popularnos¢ oprogramowania Autodesk wsrod
konstruktoréw i badaczy dosy¢, powszechne stato si¢ projektowanie wspomagane komputero-
wo z wykorzystaniem programu Inventor, m.in. [5]. Z punktu widzenia modelowania
przektadni program ma wysoce praktyczne narzedzie o nazwie Design Accelerator.

Design Accelerator przedstawia jednak wience przekladni w postaci uproszczonej
(np. zarys zeba w przekladni stozkowej aproksymowany jest jednym tukiem o promieniu
zmiennym wzdluz szerokosci wienca). Istnieje jednak mozliwos¢ sprawdzenia drzewa
operacji i przeanalizowania, ktore wartosci sg uwzglgdniane — istnieje mozliwos$¢ podgladu
wszystkich wzorow i parametrow zaleznych. Na podstawie takich danych mozna napisaé
wlasny program (macro) w Excelu, wspomagajacy modelowanie geometryczne wymaganej
krzywej poprzez wyznaczenie wspotrzednych punktow na drodze przeprowadzonych
obliczen. Poza tym, Design Accelerator generuje raport (.zip), w ktérym dostarcza wszystkich
informacji na temat warto§ci parametrow (geometrii z¢gbow, wienca i potozenia kot)
koniecznych do doktadniejszego zamodelowania catego mechanizmu.

Niestety, w przypadku kot stozkowych fakt, ze raport jest generowany prawidlowo
W@ normy, nie oznacza, ze uwzgledniajac wymagane parametry, uzyskujemy interesujgce nas
prawidlowo zamodelowane uzgbienie. W przektadniach stozkowych kazda geometria jest
inna (Gleason, Oerlikon, Klingelnberg, Kurvex itd.), rozréozniamy rézne ksztalty zarysu
zebow (oktoida, FORMATE, HELIXFORM, SPIRAC, ZYKLOMET) i linii z¢bow (proste,
skosne, krzywoliniowe). Kluczowym elementem modelu stozkowego kota z¢batego
0 krzywoliniowej linii zg¢ba jest powierzchnia wrebu zlozona z powierzchni bocznych
wklestej 1 wypuktej oraz powierzchnia dna wrebu. Powierzchnia wregbu jest odwzorowaniem
geometrii narzedzia, parametrow ustawczych obrabiarki oraz kinematyki procesu nacinania.
W przypadku kot stozkowych o kotowo-tukowej linii zgha, model wrgbow mozna otrzymac
w dwojaki sposob: model brylowy — uzyskiwany w wyniku symulacji obrobki w okreslonej
liczbie krokow (np. polegajacej na wirtualnym frezowaniu uzebienia na podstawie danych
uzyskanych w obliczeniach konstrukcyjno-technologicznych), oraz model matematyczny
powierzchni bocznej uzebienia — w postaci rownania parametrycznego lub siatki punktow
[3, 4, 8, 9]. Model brytowy iteracyjny nie nadaje si¢ jednak do analizy kinematyki przektadni
oraz analizy wykorzystujacej MES. Modelu matematycznego w postaci réwnania para-
metrycznego nie mozna z kolei bezposrednio przenies¢ do systemu CAD ze wzgledu na
rozbudowany zapis. W tej sytuacji wystepuje koniecznos$¢ wygenerowania powierzchni na
podstawie punktéw uzyskanych z modelu matematycznego, z rownania parametrycznego
powierzchni albo z rozwigzania numerycznego. Otrzymang powierzchni¢ wykorzystuje sie do
wykonania modelu brylowego metodg hybrydowa [7]. Modele 3D CAD kot stozkowych
o kotowo-tukowej linii zgba, otrzymywane metoda hybrydowa, charakteryzuja si¢ wysoka
doktadnoscia odwzorowania rzeczywistego kota oraz wystepowaniem gladkich powierzchni
bocznych zebow. Takie wykonanie modeli umozliwia ich zastosowanie do poézniejszych
analiz wspotpracy przektadni stozkowych w systemach CAD oraz z wykorzystaniem MES.
Przy tym mogg takze stanowi¢ odniesienie przy pomiarach rzeczywistych kot, jako kontrola
na poszczego6lnych etapach obrobki.

Mniej skomplikowana geometria uzebienia charakteryzuje przektadnie walcowe. W tym
przypadku Design Accelerator generuje uzgbienie réwniez w postaci uproszczonej,
aproksymujac jego zarys tukiem. Jednak zamodelowanie prawidtowego zarysu zeba nie jest
tak problematyczne 1 sprowadza si¢ do odpowiedniej modyfikacji bryty kota zebatego. Autor
zaproponowatl jej przesledzenie na przykladzie przektadni o zgbach prostych (przetozenie
2,/2,=57/23). Z punktu widzenia metodyki prezentowanej modyfikacji parametry przektadni
nie sg istotne.



Cyfrowe modelowanie geometryczne zarysu zgbow. .. 275

Przyktadowa przektadnia zostala utworzona przez Design Accelerator, ktory wygenero-
wat jej model z uproszczonym uzebieniem zgbnika i kota. Zarys z¢gbow nie jest poprawnie
skonstruowang krzywa ewolwentowg (rys. 3).

Procedura modyfikacji bryt walcowych kot zgbatych tak utworzonych przez Design
Accelerator jest nastepujaca. W lewej czesci ekranu standardowo znajduje si¢ przegladarka
obiektow (drzewo Model), na ktorej znajduja si¢ poszczegolne elementy tworzonej czesci lub
zespotu — wielkosci predefiniowane (orientacja ukladu wspotrzednych), oraz lista obiektow
utworzonych i lista operacji. Nalezy przesuna¢ kursor myszy w obszar przegladarki
| zaznaczy¢ utworzong przektadnie walcowa. Naciskajac prawy przycisk myszy, uzyskuje si¢
dostep do opcji 0 nazwie ,,Eksport ksztattu zgba” (rys. 4). W ten sposob program Inventor
umozliwia nam wyeksportowanie wilasciwego ksztaltu zarysu zgba przy zastosowaniu
poprawnych parametrow, tj. tolerancja, wymagane luzy i dopasowanie przesunigcia narzedzi.

Baiim el

Rys. 3. Model uproszczony kota zgbatego utworzony przez Design Accelerator
Fig. 3. Simplified model of the gear created by Design Accelerator

Rys. 4. Eksport ksztattu zeba utworzonego przez Design Accelerator
Fig. 4. Export tooth shape created by Design Accelerator
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Po zamknigciu okna dialogowego eksportu program automatycznie otwiera plik nowej
czesci 1 eksportuje zarys zeba (juz ewolwentowy) na walec o $rednicy wierzchotkowej da
z¢bnika lub kota (rys. 5), w zaleznosci od dokonanego wyboru. Na walcu zaznaczony jest
ponadto wyobrazalny okrag podziatowy — okreslajacy powierzchni¢ podziatows, w odnie-
sieniu do ktérej wyznaczane sg wymiary uzgbienia walcowego kola zebatego, a szerokos¢
wrgbu jest rdwna grubosci zgba; okrag podstaw — okre$lajacy powierzchni¢ podstaw
przylegajaca do den wrebow; a dodatkowo takze okrag o $rednicy kota zasadniczego dp, czyli
wyobrazalnego kota, z ktérego rozwijane sg zarysy ewolwentowe bokow zebow.

Konieczne jest rowniez uzyskanie przestrzeni migdzy dwoma sgsiednimi ze¢bami
konstruowanego kota, ktéra nosi nazwe¢ wrebu. W tym celu musimy dokona¢ wycigcia
odpowiedniej objetosci walca, ktora zawiera si¢ migdzy powierzchniami bocznymi zebow
sasiednich (bokami z¢bow) a powierzchniami wierzchotkow 1 podstaw. Wyciecie takie
uzyskuje si¢ przez wyciagniecie odpowiedniego profilu czotowego walca (stanowigcego
obrys przekroju zawartego migdzy zarysami czolowymi zebow sasiednich a okrggami
wierzchotkdw 1 podstaw) zgodnie z kierunkiem linii z¢ba, korzystajac z narzedzia
»Wyciagniecie proste” (rys. 5).
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Rys. 5. Ewolwentowy zarys zgba na walcu o srednicy wierzchotkowej — wycigcie wskazanego profilu
zgodnie z kierunkiem linii z¢gba

Fig. 5. Involute tooth profile on the cylinder with a diameter of top land — excision of indicated
profile in the direction of the line of the tooth

Funkcja o nazwie ,,Wyciagnigcie proste” to narzedzie do projektowania przestrzennego,
ktére umozliwia tworzenie bryt przez dodanie glebokosci do otwartych lub zamknigtych
profili, czyli poprzez ich pogrubienie (funkcja ,,Potaczenie”). Oprocz tego mozna réwniez
dokonywa¢ operacji odejmowania wyciagganej bryly od juz istniejacej (funkcja ,,Wyciecie™)
oraz tworzenia cze$ci wspolnej wskazanych elementéw konstrukcji (funkcja ,,Przeciecie”).
Istnieje mozliwo$¢ sprecyzowania tych operacji przez okreslenie powierzchni/ptaszczyzn,
od/do ktérych dana operacja ma zosta¢ wykonana. Wobec tego okreslamy ksztalt wyciecia,
wskazujac whasciwy profil, ktory w opcji ,,Wynik operacji” powinien by¢ zaznaczony jako
zamkniety. Z kolei w opcji ,,Rozmiary” wyciggnigcia prostego nalezy zaznaczy¢ Przejsciowe,
gdyz wyciecie musi by¢ utworzone na catej szerokos$ci walca. Nastepnie nalezy wybrac
kierunek wyciagniecia, zgodny z kierunkiem linii ze¢ba i zatwierdzi¢ ,,OK”. Tym sposobem
zostaje utworzony wrab.

Po wykonaniu powyzszych operacji zadanie sprowadza si¢ do powielenia uzyskanego
wrebu po obwodzie walca o wymagang liczbg zebow. W tym celu nalezy wykorzystaé narze-
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dzie ,,Szyk kotowy”, ktore kopiuje elementy i bryly oraz ustawia je w tuk lub szyk kotowy
(rys. 6).

Po wybraniu opcji ,,Elementy” nalezy wskaza¢ wrab wykonany na pobocznicy walca, co
sprowadza si¢ do wskazania wlasciwej powierzchni (rys. 6a). Nastepnie nalezy wybraé opcje
,,O$ obrotu” i wskaza¢ pobocznic¢ walca, czyli powierzchni¢ wierzchotkow (rys. 6b). Opcja
,Umieszczenie” (rys. 6¢) sktada si¢ z dwoch pol: liczba elementow szyku (nalezy podaé
wymagang liczbg zebow/wrebow) i kat szyku (domyslnie 360° dla szyku kotowego). W ten
sposob zostaje utworzone (odtworzone) walcowe koto zgbate z prawidlowo zamodelowanym
zarysem ewolwentowym zebow (rys. 6d).
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Rys. 6. Tworzenie duplikatow wrebu za pomocg narzedzia ,,Szyk kotowy”: a) opcja ,,Elementy” —
wskazanie wrgbu (zarysu zeba), b) opcja ,,0$ obrotu” — wskazanie pobocznicy walca,
C) opcja ,,Umieszczenie” — wprowadzenie liczby elementéw szyku i kata szyku, d) walcowe
koto zebate z prawidtowo zamodelowang geometrig zarysu ewolwentowego zgba

Fig. 6. Duplicating notch by using "circular pattern™: a) the "Features" — an indication of the notch
(tooth profile), b) the "Rotation Axis" — an indication of the cylinder surface (top land), c) the
"Placement™ — enter the number of array elements and the angle of the array, d) Spur gear with
properly modeled geometry of involute tooth profile
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4. PODSUMOWANIE

W $wietle symulacyjnych metod badan modeli uzebienia, zagadnieniem istotnym jest
precyzyjne modelowanie geometrii ewolwentowego zarysu z¢bodw, co ma zasadniczy wptyw
na doktadno$¢ identyfikacji wartoSci przebiegu sztywnos$ci zazebienia. W praktyce pojawia
si¢ problem z zachowaniem dostatecznej doktadnosci ze wzgledu na stosowanie uproszczen
zarowno zarysu ze¢bow, jak i ich obcigzenia. Problematyka ta ma szczegdlne znaczenie
W odniesieniu do badan zjawisk dynamicznych zachodzacych w przektadniach zgbatych,
prowadzonych za pomoca modeli dynamicznych, gdzie na skutek niewystarczajacej do-
ktadnosci pomiaréow identyfikujacych wartosci parametréw obiektu modelowanego
(m.in. sztywnos$ci zazgbienia) moga si¢ pojawic¢ rozbieznosci pomiedzy przewidywanym (za
pomocg symulacji) a faktycznym zachowaniem si¢ obiektu rzeczywistego (w trakcie badan
doswiad-czalnych).

Proces projektowania uzgbien przektadni jest zadaniem trudnym, wymagajacym od
projektanta sporego doswiadczenia zarowno w zakresie konstrukcji, jak i technologii obrébki
takich czgéci maszyn. Ponadto, sam proces wdrazania do produkcji kot przektadni jest czaso-
chtonny, gdyz nieraz zwiazany jest z wielokrotnie powtarzanymi obrobkami uzebienia i ko-
rygowaniem $ladu wspotpracy, jak to ma miejsce w przypadku kot stozkowych. Z tego
wzgledu podejmuje si¢ wiele prob zastosowania wspomagania komputerowego do procesu
projektowania. Jednym z takich przyktadéw jest generowanie brytowych modeli przestrzen-
nych w systemach 3D CAD — na przyktad w procesie symulacji obrobki polegajacej na
wirtualnym frezowaniu uzebienia na podstawie danych uzyskanych w obliczeniach
konstrukcyjno-technologicznych badz tez metoda hybrydowa, z wykorzystaniem powierzchni
wygenerowanej na podstawie punktéw uzyskanych z modelu matematycznego.

Programy CAD jako zbyt uniwersalne w pelni nie przejmuja zadan CAM, ktore
uwzgledniajg specyfike i1 technologie konkretnej maszyny badZz mechanizmu. Nie jest to
priorytetem dostawcow tego typu oprogramowania. Niemniej umozliwiaja one zdefiniowanie
modelu geometrycznego dowolnego ksztaltu krzywej (rowniez ewolwenty). Jedynym
ograniczeniem jest doktadno$¢ modelowania, ktora w przypadku ewolwentowego zarysu
zgbow jest wystarczajaca do prowadzenia badan takiego modelu uzgbienia metodg symulacji
komputerowej, postugujac si¢ na przyktad Metodg Elementéw Skonczonych.
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