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MATHEMATICAL MODEL OF FORM MACHINING OF
THE CONVEXO-CONCAVE NOVIKOV GEAR TEETH

Summary. Article presents mathematical model of form machining of cylindrical
convexo-concave Novikov gear teeth by means of disk-type tools. Example of these
king of tools is disk-type milling cutter or grinding wheel. Moreover based on the
given convex and concave tooth geometry the tool profile has been established.

Keywords: mathematical model, Novikov convexo-concave gear, machining,
disk-type tools

MATEMATYCZNY MODEL OBROBKI KSZTALTOWEJ UZEBIEN
O KOLOWO-LUKOWYM ZARYSIE ZEBOW TYPU NOWIKOWA

Streszczenie. Artykul przedstawia model matematyczny ksztaltowej obrobki
uzgbien walcowych przektadni zebatych o kotowo-tukowym zarysie zgbow typu
Nowikowa za pomocg nharzedzi krazkowych. Przyktadami takich narzedzi moga
by¢ frez krazkowy lub S$ciernica. Ponadto wyznaczono zarysy narzedzi na
podstawie zadanej geometrii kot zgbatych o wklestym 1 wypuktym zarysie zebow.

Stowa kluczowe: model matematyczny, przektadnia z¢gbata Nowikova o kotowo-
hukowym zarysie zeboéw, obrobka, frez krazkowy
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1. WPROWADZENIE

Uzebienie kot przektadni Nowikowa moze by¢é wykonywane zarowno metodami
ksztattowymi, jak i obwiedniowymi [5]. Wsrod metod ksztaltowych wyrdzni¢ mozna
frezowanie frezem trzpieniowym badz krazkowym. Do metod obwiedniowych zaliczy¢
mozna frezowanie frezem §limakowym, dtutowanie metodami Maaga oraz Fellowsa. Metody
ksztaltowe sg znacznie drozsze i bardziej czasochtonne w poréwnaniu do metod obwiednio-
wych, dlatego tez nie nadaja si¢ do produkcji masowej. Ich zaleta jednak jest mozliwos¢
wykonywania uzebienia na maszynach niededykowanych do obrobki kot zgbatych np. na fre-
zarkach. W tym przypadku frezarka musi mie¢ skrgtny wrzeciennik oraz mozliwosé
sprz¢zenia ruchu posuwowego stotu z ruchem obrotowym kota obrabianego. Takie wyma-
gania spelniaja 5-osiowe frezarki badz centra frezarskie ze skretnym wrzeciennikiem 1 z osig
obrotowa. Ponadto obrobka wykanczajaca czgsto odbywa si¢ metoda ksztaltows [2, 4].
W tym przypadku zarys Sciernicy uksztattowany jest tak, aby w wyniku sprzezenia jej ruchu
z ruchem potwyrobu mozna byto uzyska¢ pozadany zarys zebow.

W artykule przedstawiono kinematyke obrobki kot przektadni Nowikowa narzedziem
krazkowym. Wyznaczono rdwniez sprz¢zony z kotem obrabianym zarys narzedzia do obrébki
uzebienia wypuktego oraz wklestego z wykorzystaniem metody analitycznej [1, 2].

2. ZARYS NARZEDZIA DO OBROBKI UZEBIENIA WYPUKLEGO

Rysunek 1 przedstawia matematyczny model przektadni technologicznej, na ktora sktada
si¢ narzedzie oraz obrabiany z¢bnik o zgbach wypuktych.
Wprowadzono trzy uktady wspétrzednych: Xsi, Ysi, Zs1 zwigzany z obrabianym zg¢bnikiem,
pomocniczy Xn, YN, ZN OraZ Xno, YNo, ZNo zWwigzany z narzedziem. Narzedzie krazkowe
0 promieniu ry obrabia zebnik o $rednicy stop ri1. Powierzchnie boczne sgsiadujacych zebow
sg obrabiane jednoczesnie w wyniku sprzezenia ruchow obrotowego i posuwowego kota.

Predkosci katowa oraz liniowa obrabianego kota powinny byé powigzane ze soba
zaleznoscig (1)

Voy = we Ty ctgf (1)
Odlegtos¢ pomiedzy osiami obrotu narzedzia oraz zgbnika wyraza si¢ wzorem (2)
Gy =Ty T 751 2

Powierzchnia zgba z¢bnika w uktadzie S; reprezentowana jest przez wektor (3) oraz wersor
normalny (4):

24 ‘3'35":'91 +o, + '-?'3'5?,-.1'1} +n CDS{% + ‘ﬂs&‘.m}_dcﬂrsm":'xw"' @ T '-‘Psw-n}
771(513 _ |ossin(By + @ + @spyy) T rsin(@y + @opypy ) +dppcos(on, + @ + @y ) 3)
@, 7 ctgh
1
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r—ctgfcos(8; + @ +Pepp)
Jetg? B+ sin?8,
51 _ —ctgf sin(8; + @y +@sypq) @)
t Jetg?B + sind,
sin 6,

Jetg? B+ sin?8,

gdzie:

ow — czolowy kat przyporu,

r. — promien podziatlowy zebnika,
p1— promien zarysu z¢gba wypuktego,

dco — odlegto$§¢ pomiedzy centralnym punktem zazebienia C a $rodkiem zarysu zgba

wypuktego O,
S — kat pochylenia linii z¢gba na $rednicy podzialowej, @1,
01 — parametry powierzchni,

psym1 — kat zapewniajacy, ze o§ Xs1 bedzie osig symetrii zarysu wrebu mig¢dzyzebnego

W przekroju czolowym zaznaczonym na rysunku 1.

XNo

ZN=ZNo

Rys. 1. Obrobka uzgbienia zgbnika narzedziem krazkowym
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Powierzchnia zgba z¢bnika w uktadzie wspotrzednych narzedzia Xno, YNo, ZNo WYraza si¢
zaleznoscia (5)

{No) 510
1 = MyenMp Ty ()
gdzie:
Mnon — jednorodna macierz transformacji z uktadu N do No,
Mnz — jednorodna macierz transformacji z uktadu 1 do N.
Powyzsze macierze dane sg zaleznosciami (6) oraz (7):
1 0 0 ay
0 sinff —cosf 0O
My, = : (6)
0 caosfi sinfi 0
0 1] 1] 1
cosg, singy 0 0
_ | —sing, cosg, 0 0
M, . =
NolN ':I ':I 1 ':. (7)
0 0 0 1

Podobnie wersor normalny do powierzchni zgba zg¢bnika w ukladzie wspotrzednych
narzedzia Xno, YNo, ZNo WYraza si¢ zaleznoscig (8):

_[(Ne) (51}
ﬂl - LJ"urﬂ'J"u'-LJ"u'-lnl (8)
gdzie:
Lnon — macierz transformacji z uktadu N do No,
Ln1 — macierz transformacji z uktadu 1 do N.
Macierze te dane sg wzorami (9) i (10):
1 ] ]
Ly, = IIJ sinf} —cosﬁ] 9)
0 cosf sinfl
cos@,  sing, 0
Ly.y = |—sing, cos@y IZI] (20)
0 0 1

Kierunek predkosci dowolnego punku powierzchni narzedzia okreslony jest przez
wektor (11):

Covey AFTY aM, ,
7 (No) — i — NoN Mﬁl TT;:Sl} (ll)
d @y d @y

1
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Musi by¢ on styczny do powierzchni bocznej obrabianego zeba. Styczno$¢ ta wystapi, gdy
kat pomigdzy nim a wersorem normalnym do powierzchni zgba zg¢bnika bedzie katem
prostym, a wigc gdy spetnione zostanie réwnanie (12):

—(No)  _(Ne) _
viooon; =0 (12)

Rozwigzanie tego rownania dla kolejnych dyskretnych wartosci kata obrotu narzgdzia @
oraz dla kolejnych dyskretnych warto$ci parametru powierzchni bocznej zeba zg¢bnika 8
pozwala na wyznaczenie parametrycznej reprezentacji powierzchni bocznej narzedzia
w postaci (13):

- -
F'l'.' = 1'71‘ ? (61, 01, 0x ) (13)

Rysunek 2 przedstawia wygenerowana powierzchni¢ boczng narzgdzia do obrobki
uzegbienia zebnika w uktadzie wspotrzednych No.

narzedzie

Xno [mm]

Rys. 2. Powierzchnia narzgdzia do obrébki uzgbienia wypuklego, powierzchnia boczna zgba
zebnika oraz ich linia styku w uktadzie wspotrzednych kota obrabianego

Zarys narzedzia kragzkowego jest uzyskiwany w wyniku przekroju powierzchni narzedzia
plaszczyzng XnoZno, @ zatem jest on zbiorem punktow powierzchni narzgdzia, dla ktoérych
wspotrzedna Yno przyjmuje warto$¢ zero. Zarys ten dla narzedzia do obrobki uzebienia
wypuklego zebnika pokazano na rys. 3.
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Rys. 3. Zarys narzedzia do obrobki wypukiego uzgbienia zebnika

3. ZARYS NARZEDZIA DO OBROBKI UZEBIENIA WKLESEEGO

Rysunek 4 przedstawia model przektadni technologicznej, na ktora sklada si¢ narzedzie
oraz obrabiane koto.

ZNo=ZN \ Y No

ry h XNO

Rys. 4. Obrébka uzebienia kota narzedziem krazkowym



Mathematical model of form machining... 143

Tak samo jak w przypadku wyznaczania zarysu narz¢dzia do obrobki uzebienia wklestego
wprowadzono trzy uktady wspoétrzednych: Xsp, Ys2, zs2 zwigzany z obrabianym kotem,
pomocniczy Xn, YN, ZN OraZ Xno, YNo, ZNo zwigzany z narzedziem. Narze¢dzie krazkowe
0 promieniu ry obrabia koto o $rednicy stop rr. Powierzchnie boczne sasiadujacych zgbow sa
obrabiane jednocze$nie w wyniku sprzezenia ruchéw obrotowego i posuwowego kota.
Predkosci katowa oraz liniowa obrabianego kota powinny by¢ powigzane ze sobg zaleznoscia
(14):

Voo = e, Tpctgf (14)
Odlegtos¢ pomiedzy osiami obrotu narzedzia oraz kota wyraza si¢ wzorem (15):
Gy = Ty + 742 (15)

Powierzchnia zgba kota w uktadzie Sy reprezentowana jest przez wektor (16) oraz wersor
normalny (17):

[l '3':'5'['9: - - ‘F’s&‘}::] -n '3':'5'[?3': + '?’51«'11:] - {Pz -p T dc:n:lsm{%-_ ¥~ ‘Ps':'Jr:]
?5':527' _ |8y sin(B; — @y — @gyyyn ) Fmsinley + @gy,) (0 — oy +dpg Jeos(,— @ — @y ) (16)
: @, 1 ctgp
1

r,etgfcos(8; — @, — @opag)

[
M||T225‘-LH2}9 + [7"255'”5'2 + (p2 —py + dcoi)cos(8, _Dcwj)‘

T3 CtHﬁSiﬂ(E: — ¥ - ‘PFYME:]

_i52) |
2 . o 2 17
.H||Tf'~"tg‘ﬁ + (rysind, + (py — py + dgg,)cos(6; —cx,,)) an

_(JDE —py T dfrjrjcos(ﬁg _DC.,.,-:]+T"2 sin 52

|
_.H||T22'-"ft§:ﬁ + [7"255'”‘92 + (py —py + dco,)cos(8; _txw])‘_

gdzie:

aw — czotowy kat przyporu,

r, — promien podzialowy kota,

p2 — promien zarysu z¢gba wklestego,

dco’ — odlegto$¢ pomiedzy centralnym punktem zazgbienia C a $rodkiem zarysu zgba
wypuktego O’

[ — kat pochylenia linii zgba na $rednicy podziatowej, @2,

6> — parametry powierzchni,

psym2 — kat zapewniajacy, ze o$ Xs2 bedzie osig symetrii zarysu wrebu miedzyzgbnego

W przekroju czolowym zaznaczonym na rys. 4.
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Powierzchnia zeba kota w uktadzie wspotrzednych narzedzia Xno, Yno, ZNo Wyraza si¢
zalezno$cig (18):

iNo)

= MyonMy; T_‘z (18)
gdzie:
Mnon — jednorodna macierz transformacji z uktadu N do No,

Mn2 — jednorodna macierz transformacji z uktadu 2 do N.

Powyzsze macierze dane sg zalezno$ciami (19) oraz (20):

1 0 0 —ay]
M. — 0 sinff —cosf 0 (19)
vz 0 casfi sinfi 0
0 0 0 1
cosg, sing, 0 0]
_ | —sing, cosg, 0 0
0 0 0 1)

Podobnie wersor normalny do powierzchni zgba kota w uktadzie wspotrzgdnych narzedzia
XNo, YNo, ZNo WYyraza si¢ zaleznoscig (21):

_(n _(52
ﬂé ﬂ} = La"."D;"."LJ".I'Ené } (21)
gdzie:
Lnon — macierz transformacji z uktadu N do No,
Ln2 — macierz transformacji z uktadu 2 do N.
Macierze te dane sg wzorami (22) 1 (23):
1 0 0
Ly, = [l] sinfs —cosﬂ] (22)
0 cosf  sinf
cos@,  sing, 0
Lyoy = |—sing, cos@y IZI] (23)
0 0 1

Kierunek predkosci dowolnego punku powierzchni narzedzia okreslony jest przez
wektor (24):

Covey OET amM, -
Vz (No) _ OT3 _ NoN My, T_;L} (24)
0@y dy
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Musi by¢ on styczny do powierzchni bocznej obrabianego zeba. Stycznos¢ ta wystapi, gdy
kat pomiedzy nim a wersorem normalnym do powierzchni zgba kola bedzie katem prostym,
a wiec gdy spetnione zostanie réwnanie (25):

L_'FEI:NG} . ﬁg;"."ﬂ} =0 (25)

Rozwigzanie tego rownania dla kolejnych dyskretnych wartosci kata obrotu narzedzia @y
oraz dlakolejnych dyskretnych warto§ci parametru powierzchni bocznej zgba kota 6,
pozwala nawyznaczenie parametrycznej reprezentacji powierzchni bocznej narzgdzia
w postaci (26):

TT':E'M} - T_‘::NG} (82, @5, @) (26)

Rysunek 5 przedstawia wygenerowang powierzchni¢ boczng narzedzia do obrobki
uzebienia kota w uktadzie wspotrzednych No.

koto

linia styku

narzedzie

A
0

AN

>

45

-15

40

Xy, [mm]

Rys. 5. Powierzchnia narzgdzia kota, powierzchnia boczna kota oraz ich linia styku
w uktadzie wspolrzgdnych kota obrabianego

Podobnie jak w przypadku z rozdziatu 2 jego zarys uzyskiwany jest w wyniku przekroju
powierzchni narzedzia plaszczyzng XnoZno. Zarys ten dla narzedzia do obrobki uzebienia
wklestego kota przedstawiono na rys. 6.
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Rys. 6. Zarys narzedzia do obrobki wklestego uzebienia kota

4. WNIOSKI | PODSUMOWANIE

Przedstawiony matematyczny model ksztattowej obrobki uzebien moze by¢ wykorzystany
podczas projektowania narzedzi krazkowych. W zaleznosci od przyjetych parametrycznych
rownan powierzchni bocznej obrabianego zgba, ktore definiuja jego geometrie, moze on
postuzy¢ do symulacji obrobki uzgbien walcowych dowolnego typu. Tego rodzaju obrobka
daje mozliwo$¢ wykonywania uzebienia na maszynach niededykowanych do obrobki kot
zegbatych, co jest zaleta w przypadku produkcji jednostkowe;.

Narzedzia krazkowe do obrobki uzebien Nowikowa majg zarys, ktéry z duzg doktadnos$cia
mozna przyblizy¢ tukiem okregu. W omawianych w rozdziatach 2 1 3 metodach wyznaczania
zarysu narzedzi zaktadano jednoczesng obrobke dwoéch sasiadujacych powierzchni bocznych
zebow. W praktyce, aby moc kontrolowaé wielkos¢ luzu migdzyzgbnego, a co za tym idzie
szeroko$¢ wrebu miedzyzebnego, narzedzia moga by¢ wykonane o nieco mniejszej szerokosci
niz wynika to z przeprowadzonych obliczen. Zmiana szerokosci moze polega¢ na
nieznacznym przesuni¢ciu $rodka tuku okrggu stanowigcego zarys narzgdzia. Ponadto
przesuniecie to umozliwia obrobke uzebienia ze zmiang kata pochylenia linii zgba. Wowczas
mozliwe jest wprowadzanie modyfikacji w postaci fazowania badz beczutkowania, o ile skret
wrzeciennika obrabiarki moze by¢ sterowany numerycznie.

5. PODZIEKOWANIA
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