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Michal BATSCH!

MATHEMATICAL MODEL OF CONVEXO-CONCAVE NOVIKOV
GEAR MESH

Summary. Article presents mathematical model of convexo-concave Novikov
gear mesh. The parametric equations of teeth surface, units normal as well as
main curvatures and main direction were obtained. Moreover the example of
application of this model in tooth contact analysis was presented.

Keywords: mathematical model, Novikov convexo-concave gear, parametric
equations, teeth surface

MATEMATYCZNY MODEL WKLESLO-WYPUKLEGO ZAZEBIENIA
TYPU NOWIKOWA

Streszczenie. W artykule przedstawiono matematyczny model zazebienia
wklesto-wypuktego typu Nowikowa. Wyznaczono parametryczne rownania
powierzchni bocznych zgbow, wersory normalne do tych powierzchni oraz ich
krzywizny 1 kierunki gléwne. Ponadto, =zaprezentowano przykladowe
zastosowanie tego modelu w analizie styku zgbow.

Stowa kluczowe: model matematyczny, przektadna zgbata Nowikova o kotowo-
lukowym zarysie zebdw, parametryczne rownania, powierzchnia boczna zgbow
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1. WPROWADZENIE

Przektadnie zgbate typu Nowikowa odznaczajg si¢ wigkszg nosnoscig powierzchniowa od
przekladni ewolwentowych. Zarys tego typu zostal zastosowany miedzy innymi w przekladni
gtownej $migtowca Westland Lynx [4, 5]. Pozwolit on na zmniejszenie liczby kot do 40%
liczby kot o zarysach ewolwentowych stosowanych poprzednio [6].

W celu komputerowej analizy zazebienia nalezy dysponowaé jego modelem
matematycznym. Model ten pozwala na symulacje wspotpracy zebdéw przektadni,
wyznaczenie bledu kinematycznego, drogi punktu styku na powierzchniach zgbdw, linii
zazgbienia czy §ladu styku [1]. W niniejszym artykule zaprezentowano matematyczny model
wklesto-wypuktego zazebienia typu Nowikowa.

2. MATEMATYCZNY MODEL ZAZEBIENIA

Analizowang przektadnig jest walcowa przektadnia o statych, rownolegtych osiach,
sktadajaca si¢ z dwoch kot o uzgbieniu Nowikowa. Zebnik posiadajacy zgby wypukle
wspotpracuje z kotem o zgbach wklestych, co zostato pokazane na rysunku 1.

a

Rys. 1. Przyjete uktady wspotrzednych

Wprowadzono nieruchomy uktad wspotrzednych zwigzany z korpusem przektadni xt, s, zf
oraz ruchome uklady zwigzane odpowiednio z zgbnikiem oraz kotem Xi, y1, Z1 1 X2, Y2, Z2.
Z¢bnik obraca si¢ wokot osi z1 przechodzacej przez punkt O1 o kat @ przeciwnie do kierunku
trygonometrycznego. Kolo natomiast obraca si¢ wokoét osi zz przechodzacej przez punkt O2
0 kat @, zgodnie z kierunkiem trygonometrycznym. Srodki két, a tym samym srodki uktadow
wspotrzednych z nimi zwigzanymi rozsuni¢te sg na odlegtos$¢ a. Powierzchnia zeba zebnika

X, w ukladzie wspotrzednych X1, Y1, Z1 opisana jest wektorem wodzacym 'Fl' " Podobnie
powierzchnia z¢ba kota Z; w ukladzie wspolrzednych Xz, y2, z2 opisana jest wektorem
wodzacym 'F:“z}. Wobec powyzszego zgodnie z rysunkiem 1 powierzchnie zgbdéw zebnika
I kota w nieruchomym uktadzie wspotrzednych Xy, Y, zf okre§lone beda wzorami (1) i (2):

. i1
Fjl_f} — MflT‘l‘ j (1)
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gdzie:
M ¢, — jednorodna macierz transformacji z uktadu 1 do f,
M s> — jednorodna macierz transformacji z uktadu 2 do f.

Chcac uwzgledni¢ odchytki potozenia osi wynikajace z bledow montazu, wykonania,
odksztalcen sprezystych waldw oraz tozysk, nalezy przesunag¢ uktad wspotrzednych zwigzany
z kotem wzdtuz osi Xy, Yf, Zf o wielko$ci dax day 0raz Aa;, a nastgpnie obroci¢ go wzgledem
statych osi Xt i yr o katy odpowiednio k. i x,. W tym celu wprowadzono dodatkowy
pomocniczy uktad wspotrzednych Xn, Yh, Zn pokazany na rysunku 2.

Zp=Z, ”Zf
5 Yz
f Y
4a, ,
da:| sa_7| )\ Sy,

Rys. 2. Potozenie 1 orientacja pomocniczego uktadu wspotrzednych
Po uwzglednieniu btedéw koto bedzie si¢ obraca¢ wokot nowej przesunietej i przekoszonej

0Si Zh=22. Zgodnie z rysunkiem 2 macierz transformacji z uktadu 2 do f wyraza si¢ za pomoca
wzoru (3)

My (3)

gdzie:
Mgy, — jednorodna macierz transformacji uktadu h do f,
My, — jednorodna macierz transformacji uktadu 2 do h.

Poszczegdlne macierze przyjma postac:

[ cosgp  sing 0 0]
_|—sing cose 0 0
M 4
i 0 0o 10 @
. 0 0 0 1l
cos¢p —sing 0 0]
_|sing cosgp 0O O
M,, = 5
L 0 0 0 1l
COSK, Sink.sink, cosk.sink, a+Aa,
M, = .D | COSK,, —Sink, Aa, ©6)
SinK, SINK, COSK, COSK, COSK, Aa_

0 0 0 1
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Ponadto, do opisu powierzchni nalezy stosowa¢ jednorodne reprezentacje wektorow.
Przyjmujac, ze ﬁ'il} i ﬁ';} sg wersorami normalnymi do powierzchni zebow odpowiednio
z¢bnika i kota w uktadach 1 i 2, wersory normalne w uktadzie f wyraza si¢ zaleznos$ciami:

() _, =D
Al =L ,ns ®)

gdzie:
L¢; — macierz transformacji z uktadu 1 do f,
L¢> — macierz transformacji z uktadu 2 do f.

Ponadto, macierz transformacji z uktadu 2 do f wyraza si¢ za pomocg wzoru
Lo, =LgL,, (9)
gdzie:
Ly — macierz transformacji uktadu h do f,

L, — macierz transformacji uktadu 2 do h.

Poszczegdlne macierze wystepujace we wzorach (7) i (8) otrzymuje si¢ przez usunigcie
ostatniego wiersza i ostatniej kolumny macierzy jednorodnych (4)-(6):

[ cos@  sing 0]

Ly =|—sing cose 0O (10)
0 0 1
‘cosgp —sing 0]

L;,= |sing cos¢p O (11)
0 0 1

COSK, SINK,SINK, COSK,SINK,
Lyy=| O COSK,, —SinkK, (12)
sink, Sink, cosk, COSK,COSK,

2.1. Parametryczne rownania powierzchni bocznych z¢bow

Rysunek 3 przedstawia przekrdj czotowy wspotpracujacych kot przektadni Nowikowa dla
zerowych katow obrotu kot.
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Rys. 3. Przekroj czotowy przektadni Nowikowa (ow — czotowy kat przyporu, r1 — promien
podziatowy z¢bnika, r2 — promien podziatowy kota, p1 — promien zarysu zgba wypukiego,
p2 — promien zarysu zgba wklestego, a — odlegtos¢ osi kot, dco’ — odleglos¢ pomiedzy
centralnym punktem zazgbienia C a srodkiem zarysu zg¢ba wypuklego O’, f — kat pochylenia
linii zgba na $rednicy podziatowe;j)

Zebnik o zebach wypuklych i1 promieniu podzialowym ri1 wspotpracuje z kotem o zebach
wklestych 1 promieniu podziatlowym rz. Punkt styczno$ci zaryséw zeboéw B okreslony jest
przez kat aw. Punkt O’ jest srodkiem zarysu ze¢ba wypuktego o promieniu p1, natomiast punkt
O jest srodkiem zarysu zgba wklestego o promieniu p2. Punkt C jest centralnym punktem
zazebienia, bedacym punktem styku okregdw podziatowych.

Parametryczne rownanie powierzchni bocznej ze¢ba wypuklego utworzono przez
jednoczesny obrot wokot osi z1 o kat ¢, zgodny z kierunkiem trygonometrycznym oraz
translacj¢ wzdluz dodatniego kierunku osi z1 0 f_:r% luku okrggu. Macierzowy zapis
przeksztalcenia wyraza si¢ za pomocg Wzoru (13)

(1) cosp, —sing, 0 0
T 1 1 B I
) 1(11} sing, cosg, O 0 P1CDS'?1 +1 —dggrsino,
(1) _ v | = ] 24 Slﬂl‘_’i':l + dmrcns o, 13
5 i, (13)
(1) 0 0 0 —¢ 0
Tzi 21T 1
0 0 0 0 1
gdzie:

g, — parametr linii $rubowe;,
g, — parametr okregu,
H1 — skok linii $rubowej okre$lony zaleznoscig (14)
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_ mdy

H =—: (14)
totgP

gdzie

[ to kat pochylenia linii z¢ba na walcu podzialowym.

Ostatecznie wykorzystujac zaleznosci (13) oraz (14) wektor wodzacy powierzchni boczne;j
zgba w uktadzie X1, y1, Z1 wyraza si¢ za pomocg wzoru (15)

o, cos(8, + @, ) + 1y cosg,—dpsin(ec,+ @, )
A0 _ Py sin(B, + ¢,) + rysing, +dp,cos(ox,+¢,) (15)

! @, 1y ctg3
1

Parametryczne rownanie powierzchni bocznej zeba kota utworzono w sposob analogiczny,
z t3 réznica ze obrdt tuku okregu nastapit wokot osi z2 o kat @, przeciwny do kierunku

-
&

trygonometrycznego oraz translacja odbyla si¢ wzdtuz dodatniego kierunku osi zz0 5 — Pz,
Macierzowy zapis przeksztalcenia wyraza si¢ za pomocg wzoru (16)

(2) cos@, sing, 0 )
\ ?3‘(223 —sin ¢;z cascp; 0 13‘2'3'3'5'?2 -1 —(p —p +dgp)sin,
7»;(2-' =% | = H, | pasinby + (p; — py +dggreos o, (16)
: @) 0 0 0 =—Zg, 0
Tz an - 1
0 0 0 0 1

gdzie:

@, — parametr linii §rubowe;,

8, — parametr okregu,

H2 — skok linii $srubowej okreslony zaleznoscia (17)

. _ md,
° tgP

(17)

Ostatecznie wykorzystujac zaleznosci (16) oraz (17) wektor wodzacy powierzchni boczne;j
zgba w uktadzie X2, Y2, Z> wyraza za pomocg wzoru (18)

Py cos(8; — @,) — rycosp, — (py — py + deg, )Jsin(og, — @, )
(2) _ | p; sin(8; — ;) +mysing, + (p; — p; +dgg Jeos(og,— @;)
7= (18)
@,y ctgf
1

2.2. Wersory normalne do powierzchni

Wersor normalny do powierzchni bocznej zgba zgbnika oraz kota w ukladzie
wspoétrzednych odpowiednio 1 1 2 wyrazajg si¢ za pomocg wzorow (19) i (20)
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r—ctgBeos(B; + @, )7
nt BT‘lI: Y 67“1( Y \etg?B + sin6;
_(1) :Tj:_lj de, d6, —ctgf sin(f; + @)
T T [T, o | = — (19
(1) dar, « ar.” Jetg f + sintf,
Tz1 de, = 08, sin 8,
I ﬁfctgzﬁ + sin?6; |

n ctgfeos(B, — @, )

\Jl"'":: ctg’f + {1’":5?:”3: + (o —py +dgp)cos(f, —D:“_j}:

ﬂxl o5 b o rctgfsin(f, — @, )
{2) 23 ae, = deg, z 1 1
:' = ﬂ':":‘ - "L )] (21 = |I vl 5 2 (20)

—(p, — p, +dp )eos(B, —oc, )} sinb,

[ 2
_\Jl"'":: ctg’f + {1’":5?:”3: + (o —py +dgp)cos(f, _Dcwj}‘_

W artykutach [2, 3], w ktorych opisywano lokalng geometri¢ zebdw, wersory normalne
roéznig si¢ w zapisie od prezentowanych. W szczegolnosci wersor normalny do powierzchni
zgba kota przyjmuje znacznie prostsza postac. Wynika to z uproszczenia geometrii zgba kota
przez Autoréw, ktoéra zostala uzyskana w wyniku translacji punktéw tuku okregu o wektor
0 wspotrzednych bedacych wspotrzednymi kolejnych punktéw linii $rubowej. Aby moc
wykorzysta¢ wersory normalne w globalnej analizie styku zebdéw, zdecydowano sig
na doktadne odwzorowanie geometrii zgbow.

2.3. Krzywizny i kierunki glowne powierzchni

Kierunki glowne powierzchni FE.':}?" = T_}I:ﬁfﬂu ;) zadanej parametrycznie okre§lone sg jako

rozwigzania rownania kwadratowego (21)

dg; : de;
gdzie:
f ae; ’i_agz' afpz"i_ do;
sg elementami pierwszej formy kwadratowej powierzchni,
ﬂz*r.':}} i ﬂz*r.':j} (i 527".':}-} [
=i .nz;f:" =t “EJ}r N, = —i— '“{ﬁ (23)
a6 06, de, d;

L

sg elementami drugiej formy kwadratowej powierzchni, ﬂ;?}}— wersor normalny.

Indeks i=1,2 w powyzszych wzorach odnosi si¢ do powierzchni bocznej zeba wypuklego
oraz wklgstego, natomiast indeks j=1,2,f odnosi si¢ do uktadu wspotrzednych.
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Rownanie (21), przy zalozeniu ze jego wyrdznik jest wigkszy od zera, posiada dwa
rozwigzania, okreslajace pierwszy oraz drugi kierunek gléwny powierzchni wyrazone
w postaci (24)

(d:pi)fﬂ _ —(6,L;— E;N)) ¥/ (G,L, — E;N,)* — 4(G;M; — F;N,)(F,L; — E;M) (24)
db, B 2(G;M; — F;N;)
Krzywizny gldwne powierzchni okreslone sa za pomocg wzoru (25)
LI
L+ M, (‘;‘g )
LI _ (25)

i do; LI
E+F(d5‘)

Kierunki gtowne natomiast okreslone sg wektorami jednostkowymi (26)

51";: i . 6 ( dq::l )f,ﬂ
‘ ar 'J} Pe) (26)

i . (de \"
agi * a‘Pe (dge)

Ponadto gtéwne promienie krzywizny wyrazaja si¢ zalezno$cia (27)

1

L _

R” =—% (27)
K

i

3. ANALIZA STYKU ZEBOW

Kompletna analiza styku z¢bow, oprocz wyznaczenia obszaru styku przektadni, obejmuje
réwniez wyznaczenie linii styku oraz zalezno$ci pomig¢dzy katami obrotu kot przektadni (btad
kinematyczny, stato$¢ przetozenia) [1]. W tym celu przyjmuje si¢, ze wektory wodzace
powierzchni bocznych zgbow w nieruchomym uktadzie wspotrzgdnych musza by¢ sobie
rowne, co wyraza warunek (28)

7 fy _ )
et 2 (28)

Jego spelnienie zapewnia, ze powierzchnie boczne zgbow beda miaty punkt wspolny.
Kolejnym warunkiem jest rowno$¢ wersorow normalnych, ktéra zapewni ciggla stycznos¢
powierzchni (29)
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Roéwnania (28) 1 (29) mozna zapisa¢ jako uktad (30)

77 (@, 61, 0) = 77 (@5, 65, B)

—(f) _(f) (30)
ﬂj_ [991: 91! ‘p:] = ﬂ: (‘PE! 921' qb:]

Zadaniem analizy styku jest wyznaczenie z uktadu (30) zwigzkéw pomiedzy parametrami
@, 0y, ¢,,8,,¢ a katem obrotu z¢bnika ¢. Mozna to zrealizowaé rozwigzujac powyzszy
uktad numerycznie dla kolejnych dyskretnych wartosci kata obrotu zgbnika ¢. Tym sposobem
otrzymuje si¢ funkcje

@1 (@).0:(0), ¢ (9).6, (@), ¢ (@) (31)

Nastgpnie po wprowadzeniu funkcji (31) do wzoréow (15) i (16) otrzymuje si¢ drogg
punktu styku na powierzchni bocznej odpowiednio zgbnika Fl"ﬂ(cp] oraz kota :F:"ﬂI (@).
Podobnie po wprowadzeniu zaleznosci (31) do wzorow (1) i (2) uzyskuje si¢ linie styku
727 (@). 7" (@).

Na rysunku 4 przedstawiono graficznie wynik rozwigzania uktadu rownan (30) dla
przyktadowej przekladni Nowikowa. W przypadku przektadni idealnej, w ktorej nie
uwzgledniono bledow potozenia osi kot, linia styku jest linig prosta réwnolegta do osi z,
przechodzaca przez punkt styku B. Droga punktu styku na powierzchni zgbow kot przektadni
jest natomiast fragmentem linii Srubowej lezacej na linii wspotrzednej @, dla zebnika oraz na
linii wspotrzednej ¢, dla kota.

Na rysunku 4a) przedstawiono wyniki analizy styku zebow przekladni Nowikowa
z nierownolegloscig osi k,, = 0,008°. W wyniku btedu nierdwnolegtosci osi droga punktu
styku na powierzchniach zgbow podczas ruchu punktu styku od wejScia w zazebienie do
potowy szerokosci wienca odchyla si¢ w kierunku glowy zeba zg¢bnika 1 stopy zgba kota.
Sytuacja ta jest odwrotna w przypadku ruchu punktu styku od potowy szerokosci wienca az
do wyjscia z zazegbienia, gdzie droga punktu styku odchyla si¢ w kierunku stopy zeba zebnika
1 glowy zegba kota. Ponadto, drogi punktu styku na powierzchniach zgbdw nie sg juz liniami
wspotrzednych ¢, dla zebnika oraz ¢, dla kota. Fakt ten moze powodowa¢ zmian¢ wielkosci
naciskow 1 predkosci poslizgu, ktére to w przypadku przektadni bezodchytkowe;j sg state.

W wyniku symulacji przeprowadzonych dla przektadni z odchytka przekoszenia osi
stwierdzono, ze nie wywoluje ona istotnych zmian w ruchu punktu styku. Na rysunku 4b)
przedstawiono wyniki analizy styku z¢bow dla odchylki potozenia osi Aa, = 0,03mm.
W wyniku uwzglednienia bledu rozstawienia osi rzeczywisty kat przyporu maleje, co objawia
si¢ przesunigciem drogi punktu styku na powierzchni zebow ku stopie zeba zebnika oraz ku

glowie zgba kota. Linie te nadal pozostaja liniami wspotrzednych ¢, dla zebnika oraz ¢, dla
kota.
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a) b)

25

20

10

48
50 0
-2
Xe[mm] 52 4 ye[mm]

ye[mm]

=== |inia styku
droga punktu styku na powierzchniach zebow:
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Rys. 4. Wynik analizy styku zeboéw przektadni Nowikowa: a) przektadnia z btedem
przekoszenia osi, b) przektadnia z btedem rozstawienia osi

4. WNIOSKI | PODSUMOWANIE

Opracowany model matematyczny wklesto-wypukiego zazgbienia Nowikowa pozwala na
komputerowg analize styku z¢gbow. W wyniku zastosowania tego modelu wyznaczono linie
styku 1 drogi punktu styku na powierzchniach bocznych zebow zaréwno dla przektadni
z odchyltka potozenia osi, jak tez dla przektadni idealnej. Ponadto model ten moze zostac
wykorzystany w przypadku wyznaczania $ladu styku przektadni zarobwno w metodzie,
w ktorej odlegtos¢ mierzona jest wzdtuz wersora normalnego, jak tez wzdluz normalnej do
plaszczyzny stycznej. Co wigcej, wyprowadzone parametryczne rownania powierzchni
bocznych zebow moga postuzy¢ do wyznaczania sprzezonych zaryséOw narzedzi do obrobki
tego typu uzgbien.
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Analizy wykorzystujace zaprezentowany model zaze¢bienia pokazaty, ze btad rozstawienia
osi kot znaczaco wptywa na obnizenie rzeczywistego kata przyporu i przesuniecie punktu
styku ku stopie zeba zebnika. Moze to skutkowaé obnizeniem napr¢zen stykowych, pod
warunkiem ze nie wystapi krawedziowanie $ladu styku. Rowniez blad przekoszenia osi kot
przektadni powoduje stopniowe odchylanie si¢ drogi punktu styku w kierunku glowy badz
stopy zeba zebnika.

5. PODZIEKOWANIA

Badania realizowane w ramach Projektu "Nowoczesne technologie materialowe stosowane
w przemys$le lotniczym", Nr POIG.01.01.02-00-015/08-00 w Programie Operacyjnym
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