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WYZNACZANIE FUNKCJI SZTYWNOSCI ZAZEBIENIA METODA
ELEMENTOW SKONCZONYCH

Streszczenie. Niewatpliwym zaletom, jakie majg symulacyjne metody badan modeli
dynamicznych, towarzyszg rowniez pewne niedoskonatosci, na skutek ktorych mogg wystapic
istotne rozbiezno$ci pomiedzy przewidywanym (za pomoca symulacji) a faktycznym
zachowaniem si¢ obiektu rzeczywistego. Zrodlem tych rozbieznosci moze byé na przyktad
niedostateczna doktadnos¢ identyfikacji przebiegu sztywnosci zazgbienia.

Stowa kluczowe: dynamika przektadni zgbatych, sztywno$¢ zazegbienia ewolwentowego,
MES

IDENTIFICATION OF MESHING STIFFNESS FUNCTION BY MEANS OF
FINITE ELEMENT METHOD

Summary. Undoubtedly simulation methods of investigation of dynamic models behavior
have some surpluses. Nevertheless, these methods are burdened by some limitations with the
effect of significant disagreement between foreseen (by simulation) and an actual behavior of
real objects. The source of these divergences for example it could be insufficient accuracy of
the meshing stiffness identification.
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1. WPROWADZENIE

Okre$lenie wptywow zewnetrznych oraz wewnetrznych zrodet wzbudzania drgan na
przebieg proceséw dynamicznych zachodzacych w przektadni zgbatej moze by¢ przeprowa-
dzane za pomoca badan obiektow rzeczywistych badZ modeli dynamicznych. Analiza majaca
na celu okreslenie wptywu parametrow konstrukcyjnych i technologicznych oraz czynnikow
eksploatacyjnych na przebieg zjawisk dynamicznych zachodzacych w przektadni wydaje si¢
szczegOlnie predysponowac¢ metode symulacji zjawisk dynamicznych na modelu przektadni
zgbatej. Metoda ta w znacznym stopniu ulatwia, a niekiedy jest jedyng metoda, ktora
umozliwia oceng¢ wpltywoéw jakosciowego 1 ilosciowego generowanych przez zrddla
zewngtrzne 1 wewngtrzne drgan elementéw przektadni na jej stan dynamiczny. Nalezy w tym
miejscu podkresli¢, ze po przeprowadzonej identyfikacji procesow dynamicznych zachodza-
cych w przektadni zgbatej, celem kolejnego etapu badan, bez wzgledu na zastosowang
metode, jest okreSlenie przedzialdéw wartosci parametrow, dla ktérych stan obcigzenia
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przektadni bedzie optymalny. Po uwzglednieniu caloksztaltu warunkéw pracy przektadni,
przyjete optymalne wartosci tych parametréw powinny gwarantowa¢ minimalng aktywno$¢
dynamiczng przektadni, co w znacznym stopniu przyczyni si¢ do podwyzszenia jej trwatosci
oraz niezawodnosci.

Pomimo niewatpliwych zalet, jakie ma symulacyjna metoda badan modeli dynamicz-
nych, towarzysza jej rowniez pewne niedoskonatosci, na skutek ktorych moga wystapic
istotne rozbieznosci pomiedzy przewidywanym (za pomocg symulacji) a faktycznym zacho-
waniem si¢ obiektu rzeczywistego, zaobserwowanym w trakcie jego badan doswiadczalnych
[2]. Zrodtem tych rozbieznoéci moze by¢ na przyktad niewystarczajaca doktadno$é pomiardw
identyfikujacych wartos$ci parametrow obiektu modelowanego, migdzy innymi sztywnos$ci
zazegbienia, tlumienia w zazgbieniu itd. Zazwyczaj badacze proces ten przeprowadzali na
modelach uzgbienia [1, 4, 5], a tym samym dokonywali pewnych uproszczen zarowno zarysu
z¢bow, jak i ich obcigzenia. W efekcie otrzymane przebiegi sztywnosci zazebienia pojedyn-
czej pary zgbow, wyznaczone na podstawie modeli opublikowanych w [1, 4, 5], roznig si¢
istotnie wartosciami (rys. 1) zardbwno na poczatku przyporu, jak i koncu przyporu, a takze
w punkcie tocznym. Przedstawione przyktady przebiegu sztywnosci wyznaczono dla prze-
ktadni o nastgpujacych parametrach geometrycznych: modut normalny — 3,738 mm, liczba
zebow zebnika — 54, przetozenie — 1,0, kat przyporu — 18°, kat pochylenia linii zebow — 0°,
szerokos¢ kota — 11 mm, wskaznik przyporu — 2,16.
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Rys. 1. Sztywnos$¢ zazgbienia pojedynczej pary zebow wg Petersena, Umezawa i Cai
Fig. 1. Meshing stiffness of a single pair of teeth in accordance with Petersen, Umezawa and Cai

Roznice wartosci sztywnosci zazgbienia wyznaczanego Wg Petersena, Umezawa i Cai sa
duzo wigksze dla przebiegu sumarycznej sztywnosci zazgbienia (rys. 2) i siegaja od 25%
wartosci dla przyporu dwuparowego, az do 50% dla przyporu trdjparowego. Dlatego zdaniem
autora konieczne jest wyznaczenie sztywnosci zazgbienia z uwzglednieniem wplywu
ewolwentowego zarysu z¢bow oraz jednostkowego obcigzenia zgbow, tak aby odwzorowaé
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nie tylko ugiecie zgbow, jako pary belek pryzmatycznych, ale takze przemieszczenia wy-
nikajace z odksztatcen powierzchni bedacych w styku liniowym.
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Rys. 2. Sumaryczna sztywno$¢ zazebienia wg Petersena, Umezawa i Cai
Fig. 2. Summary meshing stiffness in accordance with Petersen, Umezawa and Cai

2. MODEL STATYCZNY PARY ZEBOW

Na potrzeby wyznaczenia przebiegu sztywno$ci zazgbienia autor poshuzyt si¢ metoda
elementow skonczonych (MES). W tym celu przygotowal model geometryczny uzebienia dla
jednostkowej szerokosci zgbow, co umozliwia odwzorowanie ptaskiego stanu odksztatcenia.
Model ten (rys. 3) obejmuje jedynie wycinki kota i zebnika, tak aby tworzyty pojedyncza pare
zgbow. Takie ujecie problemu zapewnia istotne uproszczenie modelu z jednoczesnym
zachowaniem odpowiedniej doktadnosci szacowanego parametru.

Rys. 3. Model geometryczny z¢boéw wraz z podzialem na elementy skonczone oraz zadanymi
warunkami brzegowymi
Fig. 3. Geometric model of teeth divided by finite elements with applied boundary conditions
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Wyznaczenie przemieszczen pod wptywem dziatajacego obcigzenia mozliwe byto dzigki
podziatowi continuum na czworoboczne elementy skonczone o o$miu weztach. Wtasnosci
materiatu reprezentowaly modut Younga oraz modut Poissona, o wartosciach odpowiednio
210 GPa oraz 0,3. Wszystkie wezty w modelu miaty dwa stopnie swobody w biegunowym
uktadzie odniesienia. Wyjatek stanowily wezty warunkow brzegowych, ktérym odebrano
stopnie swobody. Obcigzenie statyczne zadawano sitg skupiong, dzialajaca na wybrany wezet
w kierunku stycznym do kota zasadniczego, o wartosci odpowiadajacej wskaznikowi
jednostkowego obciazenia Q=0,52 MPa.

Wyznaczenie sztywnos$ci zeboéw przeprowadzono dla 20 punktow wspolpracy na odcinku
przyporu. Nastepnie zbior punktow aproksymowano wielomianem drugiego stopnia, tak aby
uzyska¢ odpowiednio wysoki wspotczynnik dopasowania (rys. 4).
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Rys. 4. Sztywno$¢ pary zgbow w funkcji wzglednego kata obrotu zebnika, uzyskany za pomocg MES
dla wskaznika obcigzenia jednostkowego Q=0,52 MPa

Fig. 4. Meshing stiffness in function of relative rotation angle, calculated by FEM for unitary load
index Q=0,52 MPa

Z punktu widzenia poprawnosci metodyki badan na modelach abstrakcyjnych, waznym
zagadnieniem jest walidacja modelu. Walidacja jest procesem majacym na celu sprawdzenie
dobroci (adekwatno$ci) modelu przez poréwnanie rezultatow obliczen z istniejagcymi danymi
empirycznymi. Innymi stowy, jest to proces wyznaczania stopnia, w jakim wyniki badan
symulacyjnych pokrywaja si¢ z wynikami badan na obiekcie rzeczywistym. W opracowaniu
[3] autorzy dokonali wyznaczenia przebiegu sztywnosci zazgbienia jednoparowego za pomo-
cg pomiaru bledu przetozenia. Uzyskane punkty pomiarowe aproksymowano wielomianem
drugiego stopnia (rys. 5). Jak mozna zauwazy¢, réznice miedzy warto$ciami sztywnosci
jednoparowej, przedstawionymi na rys. 4 i 5, wynosza ok. 2% zaréwno na poczatku,
jak i koncu i w srodku odcinka przyporu. Mozna na tej podstawie stwierdzi¢, ze zapropono-
wany model statyczny MES jest modelem adekwatnym i moze stuzy¢ do dalszych badan oraz
poréwnan z istniejagcymi modelami sztywnosci zazgbienia. Warto zwrdci¢ uwage na roznice
warto$ci migdzy sumarycznymi przebiegami sztywnosci wyznaczonymi na podstawie modeli
Petersena, Umezawa oraz Cai, odniesionymi do przebiegu wyznaczonego za pomoca MES,
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(rys. 6). Roznice te siggaja 23%, porownujac przebieg Petersen-MES, oraz 20%, porownujac

przebieg Cai-MES dla przyporu troéjparowego.
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Rys. 5. Sztywno$¢ pary zgbow w funkcji wzglednego kata obrotu zebnika, uzyskany za pomoca
pomiaru btedu przetozenia [3] dla wskaznika obcigzenia jednostkowego Q=0,52 MPa
Fig. 5. Meshing stiffness in function of relative rotation angle, identified by transmission error of

tested gears for unitary load index Q=0,52 MPa
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Rys. 6. Przebiegi réznic wzglednych sumarycznej sztywnosci zazgbienia (wyznaczonej wg Petersen,
Umezawa, Cai) odniesionej do wartosci uzyskanych za pomocg MES, dla Q=0,52 MPa
Fig. 6. Rout of relative differences of summary meshing stiffness (identified by Petersen, Umezawa,

Cai) in relation to MES solutions for Q=0,52 MPa
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3. PODSUMOWANIE

Przedstawione powyzej roznice warto$ci sztywnos$ci zazegbienia, uzyskane na podstawie
modeli zaproponowanych przez Petersena, Umezawa oraz Cai, wskazuja na koniecznos$¢
przeprowadzenia identyfikacji wspomnianego parametru. W niniejszym opracowaniu
zaproponowano model wyznaczania przebiegu sztywnos$ci za pomocg metody elementow
skonczonych (MES) dla ptaskiego stanu odksztalcenia. Model ten poddano procesowi
walidacji, na podstawie ktorego stwierdzono, ze model ten jest modelem adekwatnym.
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