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MODELOWANIE SZTYWNOSCI KOLA PODATNEGO PRZEKEADNI
FALOWE]

Streszczenie. W artykule oméwiono niektére aspekty modelowania dynamicznego
przektadni falowej. W szczegdlnoséci zaproponowano nowy, oryginalny model dynamiczny
przektadni falowej w uktadzie napgdowym. W modelu uwzglgdniono nieliniowe zmiany
sztywnosci i thumienia.

THE MODELLING OF STIFFNESS OF HARMONIC DRIVE FLEXSPLINE

Summary. In the paper some aspects of harmonic drive gear modeling of dynamic are
consider. At particular of the propose a new original dynamic model of harmonic drive gear in
power trans-mission system. In the model we take into consideration a nonlinear stiffness and
damping.

1. WPROWADZENIE
Przektadnia falowa (rys. 1) sklada si¢ z trzech elementéw konstrukcyjnych: kota sztywnego

o wewngetrznym uzebieniu, kota podatnego z wiencem zgbatym o zewngtrznym uzebieniu,
generatora fali, wywotujacego odksztalcenia kota podatnego.

Rys. 1. Przektadnia falowa [1]
Fig. 1. Harmonic drive [1]

Specyfika pracy tych przektadni polega na tym, ze ruch wzgledny wspoéipracujacych kot
jest wynikiem odksztalcen sprezystych kota podatnego. Sprezyste fale kota podatnego sa
wytwarzane przez generator fali, ktéry obracajac si¢ powoduje przemieszczanie fal
odksztatcen po obwodzie kota. Dzigki temu niekonwencjonalnemu mechanizmowi zazgbienia
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przektadnie falowe zapewniaja duza warto$¢ przelozenia przy niewielkich gabarytach.
Przekladnie falowe maja liczne zalety, ale takze wady, w poréwnaniu z klasycznymi
przektadniami zgbatymi. Podstawowe zalety to: wysoki moment obrotowy przy matej masie
i zwartej budowie, wspdtosiowos¢ waltéw czynnego i biernego, ptynno$¢ pracy oraz duza
doktadnos¢ kinematyczna. Wadami przektadni falowych sa: wysoka elastycznos$¢ i wartosé
przetozenia minimalnego oraz nieliniowa sztywno$¢ i ttumienie.

Zastosowanie zg¢batych przektadni falowych w réznych dziedzinach zycia jest coraz
szersze. Obecnie znajduja one zastosowanie w przemyS$le: motoryzacyjnym, kosmicznym,
lotnictwie, medycynie oraz automatyce i robotyce. W przektadniach, wykorzystywanych
w ukladach automatycznej regulacji, duzego znaczenia nabieraja zagadnienia dotyczace ich
wysokiej doktadnosci kinematycznej, ptynnosci przekazywania momentu oraz charakterystyki
dynamiczne (sztywnosci, ttumienia, momentéw bezwtadnosci, czgstosci wtasnych).

Od czasu wynalezienia przekladni falowej w 1955 r. liczni badacze i konstruktorzy
poswiecili duzo uwagi badaniom zjawisk dynamicznych w przektadniach falowych. Pierwsze
wazne prace, dotyczace tej tematyki zostaly opublikowane przez Rosjan [2], [3]. Badania
dynamiczne opierajace si¢ na licznych eksperymentach do$wiadczalnych ze swobodnym
obciazeniem przektadni wykonali Tuttle i Seering [4], [S]. W swoich pracach opracowali oni
rozne modele dynamiczne przekladni, rdzniace si¢ przyjetymi zalozeniami oraz
uproszczeniami. Ich najbardziej kompletny model uwzglednial btad kinematyczny, nieliniowa
sztywno$¢ i wspolprace migdzyzegbna ze stratami tarcia. W pracy [6] Kircanski i Goldenberg
zaproponowali model dynamiczny przekladni falowej, opierajacy si¢ na badaniu przektadni
z blokowanym obciazeniem. W swoich badaniach wykorzystali jednak proste modele
thumienia i tarcia. W$réd prac, ktére wniosty réwniez istotny wkiad w badania dynamiki
przektadni falowych nalezy wymieni¢ publikacje Seyffertha [7], Taghirada [8]
oraz Al-Bendera [9]. Prace tych autoréw dotycza przede wszystkim bardzo istotnego
problemu prawidlowego zamodelowania nieliniowej sztywno$ci skrgtnej i ttumienia kota
podatnego przektadni falowej oraz uwzglednienia odpowiednich modeli tarcia w tozyskach i
zazgbieniu. Na uwage zasluguja réwniez prace dotyczace dynamiki przektadni falowych,
opublikowane w Polsce przez W. Ostapskiego [10]. W swoich licznych pracach wykorzystat
on dwa modele dynamiczne. Pierwszy dotyczyl prostego modelu ukladu napgdowego z
reduktorem falowym. Mial on jeden stopien swobody i opisywal drgania skrgtne kota
podatnego przektadni falowej. Model pozwalal na badanie wptywu: momentéw bezwtadnosci,
wartos$ci 1 charakteru rozkladu sit sprezystosci i thumienia oraz luzéw i zmian wymuszenia na
amplitudg i czgstosci drgan skre¢tnych uktadu napgdowego z reduktorem falowym. Drugi
model dotyczyl dynamiki kota podatnego wyodrgbnionego z przekladni, przy zatozeniu
odpowiednich warunkéw brzegowych i reakcji w strefie zazgbienia oraz wspdlpracy z
generatorem. W tym przypadku zostal zastosowany nieliniowy model ciagly, wykorzystujacy
réwnania geometrycznie nieliniowej teorii spr¢zystosci powlok cienkosciennych.

Analizujac wyniki prac witasnych [11] oraz innych autoréw [2-10] stwierdzono, ze
zagadnienia modelowania przekladni falowej w uktadzie napgdowym do chwili obecnej nie sa
catloSciowo rozwiagzane. Dlatego autorzy opracowali propozycje nowego modelu
dynamicznego zgbatej przektadni falowej, pracujacej w uktadzie napgdowym.

2. MODEL DYNAMICZNY

Model przedstawiony na rys. 2 uwzglednia prac¢ silnika asynchronicznego przektadni
falowej i maszyny roboczej.
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Rys. 2. Model dynamiczny uktadu napgdowego z przektadnia falowa
Fig. 2. Dynamic model of the propulsion system of the harmonic drive

Réwnania ruchu modelu przyjety postac:
(Js + Wl : ]wwe ) ¢s + wae ! (¢s - ¢WG )+ wae ! (¢s - ¢WG ) = Mn (¢s ) (1)

- (‘]WG + W2 ’ ‘]wwe ) ¢WG + wae : (¢s - ¢WG )+

B ; . K 2)
+ K, (0, = @) -2 [% — Prs J - =i (% - %) =0
u u u u

- (J Fs T W3 J wwy ) ¢FS + BFS ! [¢ZG - ¢FS J

(3)
+K Fs’ ((pbWtG — @rs j - way ' (¢FS - ¢MR )_ K wwy (¢f‘s — Pur ) =0

- (J mr T Wy J wwy ) ¢MR + way ! (¢FS - ¢MR )+ K wwy (¢Fs — Pur ) =M MR (t ) ) (4)
gdzie:
Js — moment bezwladnos$ci wirnika silnika,
Jwwe — moment bezwtadnosci watu wejsciowego przektadni i generatora fali,
Jwwy — moment bezwladno$ci watu wyjsciowego przektadni i kota podatnego,
Jwe — moment bezwtadnos$ci generatora fali,
Jrs — moment bezwtadnosci kota podatnego,
Jur — moment bezwtadno$ci maszyny roboczej zredukowany do osi generatora fali,
Byywe — wspétczynnik thumienia drgan skretnych watu wejsciowego przektadni,
B,y — wspotczynnik thumienia drgan skretnych watu wyjsciowego przektadni,
Bps — wspotczynnik tlumienia drgan skretnych kota podatnego przektadni,
Kvwe — sZtywnos¢ skretna watu wejsciowego przektadni,
K,y — sztywnos¢ skretna watu wyjsciowego przektadni,
Krs — sztywno$¢ skretna kota podatnego przektadni,
M (¢,) — moment napedowy silnika,
M,,(t) — zmienny w czasie moment obciazenia, pochodzacy od maszyny roboczej,
w, =w, =w; =w, =0,5— wspotczynniki uwzgledniajace rozktad momentu bezwtadnosci,
o, — kat obrotu wirnika silnika,
¥ — kat obrotu generatora fali,
o, — kat obrotu kota podatnego,
o — kat obrotu watu maszyny roboczej,
u — warto$¢ bezwzgledna przetozenia przektadni.



42 P. Folega, G. Wojnar

3. SZTYWNOSC KOL.A PODATNEGO

Sztywno$¢ skretna waléw moze zosta¢ wyznaczana np. na podstawie zaleznos$ci, podanych
w [12]. Niektérzy autorzy przyjmuja [8], ze sztywnos$¢ waldw jest duza w stosunku do
sztywnos$ci kota podatnego i wtedy model przyjmuje posta¢ tylko dwéch réwnan
rézniczkowych. Sztywnosci kota podatnego jest nieliniowa i ponadto w przektadniach
falowych wystgpuje pewien luz zwrotny. Producent przektadni [1] zaleca wykorzysta¢ liniowa
aproksymacj¢ pomigdzy podanymi w katalogu punktami, opisujacymi zmiany sztywnosci.
Inni autorzy [3], [10] wykorzystuja do opisu zmian sztywno$ci aproksymacj¢ wielomianem
trzeciego stopnia. Inne modele sztywnos$ci kota podatnego mozna znalez¢é w pracach [4-9].
Jednakze wszyscy ci autorzy spotkali si¢ z problemem prawidtowego zamodelowania zmian
sztywno$ci skretnej przektadni falowej. Na przyktad w pracach tych mozna spotkac
nastepujacy uproszczony opis nieliniowych zmian sztywnosci:

Kis(g.p,)=a+b-g+c-¢* +d-¢’ dla |¢|>% (5)
lub K5 (@.0,)=a+b-p+c-¢*-sign(p)+d-¢° dla |¢>|>% 6)
i Kis(p.0,)=0  dla |gsP -

Przyjmujac wartodci parametréw a i ¢ réwne zero réwnania 5 i 6 mozna sprowadzi¢ do
postaci:

Ky(p.p)=b-p+d- ¢’ 8)

W takim przypadku po przekroczeniu wartosci kata przy luzie zwrotnym wynoszacym
¢,= 9 [min] dla przekladni HDUC 32 sztywno$¢ narasta progowo do pewnej wartoSci

(rys. 2), co nie odpowiada prawidtowym zmiang sztywno§ci.
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Rys. 3. Zmiany sztywnosci
Fig. 3. Changes in the stiffness

Dlatego na podstawie przeprowadzonej analizy danych, zawartych w literaturze autorzy
niniejszej pracy zaproponowali nast¢pujacy opis nieliniowych zmian sztywnosci:
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KFS(¢’¢0):am+bm'¢+Cm'¢2+dm'¢3 dla —oo<¢<—% (9)
Kis(p.9,)=0 da D<o (10)
Ki(p.0)=a,+b, p+c, -9’ +d,-¢* dla %<(p<oo, (11

gdzie:
o, — katowy luz zwrotny, wynoszacy w zaleznos$ci od producenta i typu przekladni
najczesciej: od 2,9-10* + 26 -10™ [rad] ( 1+9 [min]),

P

Ay b, Cm, dyy — wWsp6tczynniki wielomianu sztywnosci, w przypadku gdy: -~ < @< -

ap, by, ¢p, d, — wspolczynniki wielomianu sztywnoSci, w przypadku gdy: % <P<oo.

Przyktadowe zmiany sztywnosci uzyskane przez autorow (réwnania od 9 do 11) dla
przektadni HDUC 32 (¢@,= 9 min) pokazano na rys. 4.
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Rys. 4. Zmiany sztywnosci
Fig. 4. Changes in the stiffness

4. PODSUMOWANIE

Zaproponowany model przektadni falowej w ukladzie napedowym bedzie przedmiotem
aplikacji w $rodowisku Matlab—Simulink. Autorzy przewiduja, iz wykorzystanie
zidentyfikowanego modelu, ktéry uwzglednia nieliniowe zmiany sztywnosci i tlumienia
pozwoli na poszerzenie zakresu wiedzy, zwiazanej z drganiami skrgtnymi, wystgpujacymi
w uktadach napedowych wyposazonych w reduktory falowe oraz pozwoli na zmniejszenie
wydatkéw na kosztowne badania do§wiadczalne.
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